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Die relative Stabilit~t verschiedener Ionengitter wird ffir ein ~[odellsystem nicht fiber- 
lappender, polarisierbarer Ionen diskutiert. Die Kristallfeld-Polarisationsenergie eines Ions 
wird nach dem Variationsverfahren yon KIRKWOOD und DE WETTE berechnet. Das Problem 
wird in zwei Teilaufgaben zerlegt - -  Teil I :  Berechnung der Multipol-Polarisierbarkeiten a~ 
fiir Atomc und ein-, zwei- und dreiwertige Ionen mit Edelgaskonfiguration; Tell I I :  Bestim- 
mung der Feldst~rkekoeffizienten /~,m in Abh~ngigkeit des Gittertypus. Die Polarisations- 
energie wird in erster N~herung durch die einfachc Relation: 

E 2 = - � 8 9  Z~II .=I  ~. 
l ~ 0  m~-- l  

beschrieben. 

The relative stability of different ionic lattices is examined for a model system of non- 
overlapping, polarizable ions. The variational treatment of K~KWOOD and I)~, WET~E is used 
to calculate the crystal field polarization energy of an ion. The problem is separated into two 
parts - Par t  I :  Calculation of the multipole polarisibilities ccz for atoms and uni., bi- and 
trivalent ions with noble gas configuration; Part  I I :  Determination of the fieldstreng~h coef- 
ficients ]z,~ as dependent upon the lattice type. The polarisation energy is described in the 
first approximation by the simple relation: 

z 

E2=- �89  Z ~,II~.~] ~- 
l~O m~--$ 

La stabilit6 relative des diff4rents r~seaux ioniqucs est donn@e pour un  mo@le d'ions 
polarisables ne se recouvrant pas. L'6nergie de polarisation du champ cristallin d 'un ion est 
calcul@ selon ]e proc4d@ de variation de K~KWOOD et de DE WETTE. Le probl~me se compose 
de deux parties: I. Calcul des polarisabilit4s a~ multipolaires pour atomes et ions uni-, hi- et 
trivalents avec configuration de gaz rares. II.  D@termination des coefficients ]z,m d'intensit4 du 
champ en fonction du type de r6seau. L'4nergie de polarisation est d6crite, en premiere appro- 
ximation, par la relation simple 

E ~ = - � 8 9  Z~I/~,~I  ~. 
l ~ O  m = - - l  

1. Einleitung 

Die Po la r i s i e rba rke i t  y o n  kuge l symme~r i schen  A t o m e n  oder  I o n e n  in  elektro-  
s t a t i s chen  F e l d e r n  der  F o r m  R l Yz,m[ Yl,m(V~,q ~) shad die K u g e l f l ~ c h e n f u n k t i o n e n ]  
k a n n  d u t c h  e inen  Satz  v o n  Mul t i po l -Po la r i s i e rba rke i t en  [1] col beschr i eben  werden ,  
die  i n  e in facher  Weise  z u s a m m e n  m i t  d en  e n t s p r e c h e n d e n  Fe ld s t~ rkeg r6~en  die 
Po la r i sa t ionsenerg ie  ergeben.  D~LGA~NO [2] h a t  i n  e inem ~Jbers ichtsar t ike l  die in  
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dieser l%ichtung gehenden theoretischen Bemfihungen zusammengefagt, wobei 
auff~llt, dag neben einigen sehr weitgehenden Einzelrechnnngen ffir freie Ionen 
solche ffir Ionen im Kristallgitter nicht erscheinen. Polarisierbarkeiten fiir Gitter- 
ionen sind ebenfalls definiert, wenn die Ionenkristalle in Zellen yon Einzelionen 
aufgeteflt werden. ~)ie h6heren Polarisierbarkeiten dieser Gitterionen k6nnen sich 
yon denen der freien Ionen, wie hier gezeigt werden wird, um einige Zehner- 
10otenzen unterscheiden. Im ersten Tefl dieser Arbeit wird aufbauen4 auf der 
Methode yon KZRKWOOD [3] tend Dr, W ~ ,  [1] eine Systematik der semiempiri- 
schen Multipol-Polarisierbarkeiten yon freien Ionen und Gitterionen beschrieben. 
In  einem zwei~en Tefl [4] wird die tKris~allfeld-Polarisationsenergie eines Modell- 
systems polarisierbarer, nicht fiberlappender Ionen im Zusammenhang mit der 
relativen Stabilitgt verschiedener Ionenstrukturen diskutier~. 

2. Polarisationsenergie und Polarisierbarkeit fiir kugelsymmelxisehe Atome 

Kn~KwooD hat mit der Variations-St6rungsrechnung die Polarisationsenergie 
Eu eines kugelsymmetrischen Atoms im homogenen elektrischen Feld hergeleitet : 

E2 = e~ao (T01 Z, (graa, H~)~l ~0) " 

I-Iierbei ist ~rJ 0 die ungest6rte totalsymmetrische Funktion des freien Atoms, auf- 
gebaut als antimetrische Produktfunktion yon ginelektronenfunktionen, H 1 ist 
der St6roperator des elektrischen ~elds, gradiH 1 ist der Gradient des Operators t/1 
in Bezug auf das i-re glektron, --e ist die Ladung eines Elektrons, und a 0 der 
Bohrsche Radius. D~ WV, TT~ hat  gezeigt, dag sich dieser Formalismus auf die 
Polarisation yon Ionen ira Kristallfeld iibertragen lggt, unter der Voraussetzung, 
dag ein Modellsystem nicht fiberlappender Ionen angenommen wird. ])as Kristall- 
feldpotential des / - ten  Elektrons, V(//~, #i, ~i), das mit dem St6roperator H 1 des 
Atoms durch : 

t l  1 = - ~, e .  V(R~,  ~ ,  q~i) (2) 
i 

verknfipft ist, kann bei einer Entwicklung nach Kugelfigchenfunktionen be- 
schrieben werden durch: 

wobei die l%ldsl~grkekoeffizienten/1,m i m  wesentliehen yon der Struktur des zu 
untersuehenden Kristalls abhgngen, deren Einflug im Tell I I  un~ersueht werden 
sol]. 

Die Tensorkomponenten qz,m der vom Kristallfeld im Ion induzierten Multipol- 
momente Q~ sind proportional zu den Feldstgrkekoeffizienten: 

q~,~ = - ~/~,m (4) 

die Proportionalit/itsfaktoren, die unabhgngig yon m sind, heigen ~ultipol- 
Polarisierbarkeiten c~. 

Die Polarisationsenergie eines Ions wird unter Benutzung der Polarisierbar- 
keiten as durch die einfache Beziehtmg: 

= - �89 Z Z 
1>o m 
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besehrieben. Aus den G1. (1) und (5) erh&lt man ffir den EinelektronenfMl : 

1 (6) 
cq : r I) a 0 ((grad r~ Y~,~)~> 

oder, wenn man die Identi t~ten der Erwar~ungswerte fiber kugelsymmetrischen 
Funktionen 

((grad r z Y~,~)~} = <(grad r t [Yl,l_l) ~} . . . . .  <(grad r~ Yz,o) ~'} (7) 

und 

((grad r ~ Yz,o) ~} - l(21 + 1) (r~,_~ } (8) 
4~ 

berfieksichtigt, 

4 (r~} 2 
~ = l(2l + t) 2 a o <r~,-2> (9) 

Die beiden letzten Ausdriicke unterscheiden sich yon der ursprfinglichen de Wette- 
Formulierung [5] ffir den niehttriviMen FM1 (1 ~ ~) um den Faktor  l / ( 2 l -  I). 
Beim Ubergang yore Einelektronen- zum Mehrelektronensystem bekomm~ man 
unter  Vernaehli~ssigung der in G1. (i) auftretenden gemischt quadratischen Glieder 
ffir die Polarisierbarkeit eines Mehrelektronenatoms einen zu G1. (9) anMogen 
Ausdruck: 

4 [:s <r~5] ~ 
' (io) 

a Z = l ( 2 1 + l )  2a oZ(r~ ~-2) ' 

wobei vorausgesetzt ist, dab die Erwartungswerte sich auf ein orthogonMes 
System yon Einelektronen-Radialfunktionen beziehen. NEVOEBAU~B [6] hat  die 
Berechtigung der obigen Vereinfachung diskutiert, und den dabei entstehenden 
maximalen Fehler mit  30% angegeben. 

3. Polarisierbarkeit von freien Ionen und Gitterionen 

In  dem hier vorgeschlagenen Model1 werden die Einelektronenfunktionen 
eines Ions im Gitter aus den entspreehenden Slaterschen Funktionen des freien 
Ions dadurch gewonnen, dab letztere beim Ionenradius abgeschnitten und renor- 
miert  werden. Bezeichnet man mit ~i(rt) die i-te Einelektronenfunktion des 
freien Ions 

(pi(r~)  = -/~i ] ~ i ( r ~ ) ;  ]~i(rt) = r n ~ * - I  e x p  [ - -  (z - -  si) r/ao n*] (iJ) 

dann ist die des Gitterions, ~a(r~) gegeben durch: 

~o~a(ri) = 2r R~(r~) ffir ri < r 0 (12) 

= 0 ffir r/> r 0 
mit  der Nebenbedingung 

T O 

[ = [ = (13) 
d 
o 

Die Erwartungswerte {r~} fiber die Slatersehen Funktionen des freien Ions, 

=[ 1" j)]ao 
14" 

(14) 
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unterscheiden sich yon denen des Gitterions durch den Faktor  G(s~, g), n~mlich: 

wobei 

und 

G(Sk, g) = (8~ [s~! - e-g(g*~ + s ~ g ~ - ~  § . . .  + s~!)] 
(s~!) [80! e-~(g~o + So g~o -1 + + s0!)] 

(16 )  

s~ = 2n* + k 

g = 2 ( z  - s)/u* ao ( t 7 )  

ist. Die abgeleiteten Erwartungswerte sind gerade die fiir G1. (10) notwendigen 
BestimmungsgrSBen, wenn auf die Orthogonalisierung der Slaterschen Radial- 
funktionen mit gleicher Winkelabhs verzichtet wird. Der dabei entste- 
hende Feider betrs maximal 5 %. 

Ffir den Fall, dab nur die ~uBerste Schale eines Ions berficksichtigt wird, ergibt 
sich der einfache Zusammenhang zwischen der Polarisierbarkeit des freien Ions, 
al, und der des Gitterions, cr 

a a = ~z G~(2n * § 21, g ) /G(2n*  § 21 - -  2, g). (i8) 

4. I)iskussion der numerischen Resultate 

In Tab. i sind die berechneten und gemessenen Dipol-Polarisicrbarkeiten ~1 
ffir ffeie Ionen und Gi~terionen zusammengestellt. In der Spalte der Ede]gasatome 
bezieht sich die erste Zahl auf den in der Gasphase gemessenen Wert, und die 
zweite in Klammern stehende Zahl, auf den mit den festen Parametern n und s 
bcrechneten Wert,  bei dem nur die polarisierbaren Aul3enelektronen unter Ein- 
schlul3 der d-Elektronen berficksichtigt wurden. Alle weiteren Ergebnisse wurden 
ffir eine Abschirmkonstante s' erhalten, die fiir jede hier angegebene isoelektro- 
nische Reihe so festgelegt wurde, dab sie den experimente]len Wert der Edelgas- 
Polarisierbarkeiten ergab. Die Adjustierung des Abschirmparameters, die sich 
besonders auf die empfindlichen Polarisierbarkeiten der Anionen auswirkt, scheint 
sinnvoll zu sein, wenn man beriicksichtigt, dal~ der feste Parameter s,  der nach 
Slater die beste Energie liefert, nicht gleichzeitig die beste Polarisierbarkeit er- 
geben muir. Die mit dem Parameter s'  erhaltenen Polarisierbarkeiten der freien 
Ionen sind in der ersten Zeile jedes Kastens angegeben. Darunter stehen nach 
rechts eingerfickt die yon FAJA~s und Joos  [7] gemessenen Werte in w~i~riger 
LSsung. In der dritten Zefle werden die yon PAVLn~O [8] aus den Joosschen Mes- 
sungen abgeleiteten Polarisierbarkeiten zitiert. Die ~bereinstimmung d e r n u r  be- 
dingt vergleichbaren Polarisierbarkeiten der freien Ionen und der gelSsten Ionen 
ist zufriedenstellend. 

Schliel~lich werden in Zefle vier links die berechneten Polarisierburkeiten fiir 
Gitterionen, rechts daneben die durch Refraktionsmessungen bestimmten Fest- 
kSrperwerte yon T~ss~A~ ,  K ~ t ~  und SHOCKL~Y [9] aufgeftihrt. Der in die 
Rechnung eingehende Ionenradins wurde aus den Tabellen yon PAVL~O [10] ent- 
nommen. Fiir die vergleichweise grol~en Polarisierbarkeiten der zwei- und drei- 
wertigen Anionen wurde die Abh~ngigkeit des Ionenradius yon der Art und Zahl 
der umgebenden Ionen berficksichtigt. 
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T~belle 2. Mul~ipol-Polarisierbarkeiten cr a ]i~r Gitterionen 

O; 1 (10 -24 cm 3) 
~2 (10 -~~ cm ~) 
o~ a ('10 -56 cm 7) 
o~ 4 ('I0 -72 cm 9) 

al  N 3- 2,6-- 4,6 0 - -  1,4-- 
a~ 0,7-- 2,2 0,4--- 
as 0,3--  ~,4 0,2--  
cr 0,2-- ~,2 O,l--  

a~ P -  6,3-- 9,5 S - -  3,9-- 4,9 
cL. 5,9--11 3,1-- 5,0 
a a 4,2--12 2,3-- 4,6 
a~ 4,6--17 2,0-- 5,8 

a~ As s- 6,1-- 8,2 S e - -  4,5-- 5,2 
c% 6,9--13 4,7-- 6,8 
cr a 5,6--~_6 4,4--- 7,6 
c~ 7,6--27 5 ,1- - t i  

a~ Sb ~- 9 ,3- - t l  T o - -  6,7-- 7,8 
a~ 17 --30 12 --16 
a a 19 ---40 12 --22 
a~ 31 --73 18 --38 

Werte kleiner als 0,01. 

1,9 F -  
0,6 
0,4 
0,3 

H -  3,8 Li+ 0,02 Be~+ a B3+ 
3 a ~ a 

4 a a a 

7 a ~ 

0,78 Na+ 0,t8 Mg ~+ 0,08 A13+ 0,04 
0,20 0,02 �9 
0,09 ~ ~ 
0,06 ~ ~ 

C1- 2,6 K + 0,83 Ca 2+ 0,41 Sc a+ 0,22 
2,2 0,38 0,1i 0,04 
1,7 0,16 0,03 0,01 
1,9 0,10 0,01 

Br-  3,5 Rb+ 1,4 Sr 2+ 0,85 y3+ 0,52 
3,8 0,83 0,29 0,12 
3,8 0,51 0, t t  0,03 
4,9 0,39 0,05 0,01 

I -  5,4 Cs+ 2,4 Ba 2+ 1,5 La 3+ 1,0 
9,5 2,3 0,87 0,39 

12 1,7 0,42 0,15 
20 1,8 0,28 0,08 

D e m  Forma l i smus  yon  ZACHARIASEN [11] und  PAULr~G folgend, wurden  ent- 
sprechend dem m a x i m a l  und  min imal  m6glichen Ionenrad ins ,  Grenzwerte  ftir die 
Po la r i s ie rbarke i ten  bes t immt .  Bei  0 3- beispielsweise, bez ieht  der  W e r t  a~  = 1,4 
au f  ein O~--Ion in BeO, der  W e r t  cr a = 1,9 auf  dasselbe I o n  im BaO-Gi t te r .  Die 
Ube re in s t immung  der  berechne ten  und  gemessenen Po la r i s i e rbarke i t en  is t  ffir die 
Anionen gut  ; fiir die K a t i o n e n  liegen die berechne ten  W e r t e  im a]lgemeinen e twas  
un te r  den gemessenen GrSBen. 

I n  Tab.  2 werden  die hSheren Po la r i s ie rbarke i ten  ase, a a  und  a a  fiir ein-, 
zwei- und  dreiwert ige  Ionen  angegeben;  a a wird  als Vergleichswert  zi t ier t .  Die 
hSheren ~a -Wer t e  un te rsche iden  sich yon  den hier  n ich t  sepa ra t  aufgef i ihr ten 
Po la r i s ie rbarke i ten  der  freien Ionen  ganz wesentl ich.  So sind z. B. die H e xa de ka po l -  
Po la r i s ie rbarke i ten  a4 der  freien Ionen  mi t  Xe-Konf igura t ion :  ,,Sb ~- 2300, Te 2- 
4 i0 ,  I -  93, Cs+ 8,3, Ba  ~+ 3,0, und  L a  a+ 1,2 (in E inhe i t en  10-72cm9) ' ' , u m  ein bis 
zwei Zehnerpotenzen  grSl~er als die in der  le tz ten  Zeile yon  Tab.  2 ~ngegebenen 
Fes tkSrperwer te .  Die von anderen  Au to ren  [2] berechne ten  Pol~r i s ie rbarke i ten  
der  freien Ionen  untersche iden  sich ebenfal ls  yon  den hier  berechne ten  W e r t e n  
a a u m  GrS~enordnungen.  

Die Pola r i s ie rbarke i ten  c~ a s ind wichtige ttilfsgrSl~en zur  Berechnung der  
Kr is ta l l fe ld-Polar i sa t ionsenerg ie  eines Ions ;  ihre exper imente l le  Fes t l egung  m i t  
Hilfe yon  Kernquadrupo l resonanz-Messungen  stSl~t wegen der  Uns icherhe i t  
anderer  P a r a m e t e r  a u f  Schwier igkei ten [12]. 

Mit der  Angabe  der  a~ -Wer t e  yon  ~a bis c~ a s ind die wicht igs ten  hSheren 
Po la r i s ie rbarke i ten  erfaSt ,  da  die e rs ten  yon  Nul l  verschiedenen Glieder in der  
Kr i s t a l l f e ldpo ten t i a len twick lnng  mi t  l ~ 4 beginnen.  
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5. Sehlullbetrachtung 

i n  der  N/~herung n ich t  f iber l~ppender  Ionen  sind Mul t ipo l -Po la r i s ie rbarke i ten  
yon  Gi t te r ionen  a~ G definier t  und  berechnet  worden,  die in dem vorgeschlagenen 
Modell  m i t  den Pol~r i s ie rbarke i ten  az der  freien Ionen  in einfacher  Weisc zusam- 
menh~ngen.  Die Ube re in s t immung  der  berechne ten  Dipol -Polur i s ie rbarke i ten  der  
freien Ionen  und  der  Gi t te r ionen  mi t  den exl0erimentellen W e r t e n  yon  Ionen  in 
w~Briger LSsung und  im Fes tk6 rpe r  is t  r ech t  gut .  Es is t  be~bsicht igt ,  m i t  dem 
Satz  der  Po la r i s i e rbarke i t en  fiir Gi t t e r ionen  die Kr is ta l l fe ld-Polar i sa t ionsenerg ie  
zu berechnen,  u n d  deren  EinfluB au f  die re la t ive  S tab i l i t i i t  mehrere r  mSglicher  
G i t t e r s t r u k t u r e n  von Ionenkr i s t a l l en  zu untersuchen.  

G. K. dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Unterstiitzung dieser Arbeit. 
Diskussion und Kritik dieser Untersuehung yon ~Ierrn Professor L. JA~SE~ und tterrn A. 
VAIK DER AVOIRD waren yon groBem Nutzen. 
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